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Κίνητρο: πληθώρα των εφαρμογών

Επιταχυντές σωματιδίων

Μοριακή δυναμική (ερμηνεία της ταχύτητας αντιδράσεων)

Διάδοση παλμών (π.χ. οπτικών) σε μη-γραμμικά μέσα (σολιτόνια 
και πνοές)

Αστροδυναμική (σχεδιασμός χαοτικών τροχιών διαστημοπλοίων)

Ουράνιος Μηχανική (σχηματισμός πλανητών - αστεροειδείς)

Σπειροειδής δομή σε γαλαξίες

Κοσμολογία (σκοτεινή ύλη)
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Εκκρεμές με περιοδική διέγερση
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Ορισμός:

Εστω αναλλοίωτο υποσύνολο I του φασικού χώρου, σε σχέση προς το 
οποίο η "ροή" (εξισώσεις κίνησης) επιδέχεται διαχωρισμό σε κατευθύνσεις 
που περιλαμβάνουν "εγκαρσίως υπερβολικές" συνιστώσες. 

W
I

U = {Σύνολο αρχικών συνθηκών x(0): lim 
t→-∞

 dis(x(t) - I) = 0}

W
I

S = {Σύνολο αρχικών συνθηκών x(0): lim 
t→∞

 dis(x(t) - I) = 0}

Παραδείγματα: 
- Αναλλοίωτοι τόροι χαμηλής διάστασης (ασταθή σημεία ισορροπίας, 
  ασταθείς περιοδικές τροχιές, κ.λ.π.)
- Εγκαρσίως Υπερβολικές Αναλλοίωτες Πολλαπλότητες
- Μη-ελκυστικά χαοτικά σύνολα ("χαοτικά σάγματα")
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Αναλλοίωτο 
υποσύνολο Ι
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Αναλλοίωτο 
υποσύνολο Ι

Ευσταθής 
ιδιοδιεύθυνση

Ασταθής 
ιδιοδιεύθυνση



9



10



11

Πολύπλοκη ομοκλινική δυναμική 
(Poincaré: "δεν τολμώ να τη σχεδιάσω")
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Νησίδες ευστάθειας - Κολλητικότητα



15



16



17



18

Chaotic saddle and its manifolds in the Hénon - Heiles system
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Δυναμική πολλαπλοτήτων στη διαστημική πτήση 
(βλ. Gómez et al 1995, Gómez & Barrabes 2010)

The complicated Genesis mission trajectory  was the first 
one completely designed using Space Manifold Dynamics
 (Credit: NASA/JPL-Caltech )
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Ορια της κίνησης στο Κυκλικό Περιορισμένο 
Πρόβλημα Τριών Σωμάτων
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Ορια της κίνησης στο Κυκλικό Περιορισμένο 
Πρόβλημα Τριών Σωμάτων
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Η διάσωση της αποστολής “Hiten” (MUSES-B, Belbruno and Miller 1993)

χαμηλού κόστους “πτήση στο φεγγάρι” 
αξιοποιώντας το "Ασθενές Σύνορο Εστάθειας" (αναλλοίωτες 

πολλαπλότητες των συγγραμικών σημείων Lagrange) 

Topputo et al. 2008



23

Koon et al 2001: σχεδιασμός τροχιάς που αξιοποιεί τις 
ετεροκλινικές συνδέσεις των τροχιών Lyapunov 

στο ΚΠΠ3Σ Γης - Ηλιος και Γη - Σελήνη
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Αποστολή "Αρτεμις"

Εξ' ολοκλήρου σχεδιασμένη χρησιμοποιώντας αναλλοίωτες πολλαπλότητες 
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Σπειροειδής δομή σχηματιζόμενη από χαοτικές τροχιές 

Voglis, C.E. and Tsoutsis, 2006, Romero-Gomez et al. 2006, 2007,
Tsoutsis and C.E. 2007, 2008)
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Χαοτικές σπείρες

Σπείρες "κανονικού σχήματος" 
(grand design) σχηματιζόμενες 
από χαοτικές τροχιές κατά μήκος 
αναλλοίωτων πολλαπλοτήτων (ή 
"Λαγκρανζιανών συνεκτικών 
δομών" στο αέριο)

Density wave theory

Source: 
http://beltoforion.de/article.php?
a=spiral_galaxy_renderer
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Σχέση με παρατηρούμενες μορφολογίες

Δακτυλίδια και Γέφυρες?

Σχέση πλάτους - γωνίας 
κλίσης των σπειρών

Martinez-Garcia 
et al. 2012

NGC4394 NGC1097

NGC1365 NGC 4314
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Οι πολλαπλότητες ως "χαοτικές λεωφόροι"
για την κίνηση των αστέρων
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Efthymiopoulos, 
Kyziropoulos,
Paez,
Zouloumi &
Gravvanis
(MNRAS 2018)
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Κοσμολογία: Παλλιροϊκά ρεύματα από την κίνηση γαλαξιών - νάνων μέσα 
στη "σκοτεινή" άλω του Γαλαξία 

Sagittarius dSph: μοντελοποίηση του παλλιροϊκού ρεύματος 
Law & Majewski (2000, 2003)   
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Προσομοιώσεις & Παρατηρήσεις
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Palomar 5
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Διασύνδεση με το πρόβλημα των "δορυφόρων που 
διαφέυγουν της παρατήρησης"

Klypin et al. 1999, Moore et al. 1999

Σύμφωνα με το σενάριο της "Ψυχρής Αόρατης Υλης", το περιβάλλον 
του Γαλαξία αφθονεί σε σκοτεινά αντικείμενα  (~103) μικρής κλίμακας
με μάζες ανάμεσα σε 106 και 1010 M

o
,  με νόμο πιθανότητας P(M)~M-2

Σε σύγκριση, παρατηρούνται ~ 20 γαλαξίες νάνοι με μάζες >107 M
o
, 

και λόγο "Μάζας/Φωτός"  ~ 10^3L
o
/M

o

(Παραδείγματα: LMC, SMC, Sagittarius, Leo I, II, UM I,2, Draco, 
Fornax, etc.)

Πιθανές ερμηνείες:

1. Το μοντέλο της ΨΣΥ δεν ισχύει στη γαλαξιακή κλίμακα
2. Τα αντικείμενα όντως υπάρχουν, αλλά δεν παρατηρούνται
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Εξέλιξη της Συνάρτησης Κατανομής των Παλλιροϊκών Ρευμάτων

Sandford et al. 2017

Ρυθμός "διάλυσης"

Γεωμετρία 

Πυκνότητα και κινηματική 
κατά μήκος των ρευμάτων



38

Μοντελοποίηση των ρευμάτων από αναλλοίωτες πολλαπλότητες

Jung et al.
2017
Barrabes et 
al. 2017
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Ερμηνεία της αδιαβατικής εξέλιξης των ρευμάτων  
"μέσω" των αναλλοίωτων πολλαπλοτήτων

Απώλεια μάζας στο χρόνο

Τοπικό σύστημαΑδρανειακό σύστημα
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Σχηματισμός πρωτοπλανητών

Icarus 1991
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42Kovacs & Regaly, ApJ 2015
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Σύλληψη και διαφυγή Τρωικών Αστεροειδών

Astrodynamics group Vienna + C.E., see also Koon et al. 2001b, di Sisto et al 2016)

L3

L4 L5

σ

√a−1 e=0.3
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Δυναμικό "Ανοιγμα Δέσμης" σε επιταχυντές σωματιδίων

Giovannozi 1996
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Διάδοση Παλμών σε μη-γραμμικά Μέσα
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Εξισώσεις "Πόλωσης - Μαγνήτισης"
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"Συναφές σύστημα" σε αδιάστατες μεταβλητές

Αντιστοίχιση Σολιτονικών Λύσεων με τις ομοκλινικές τροχιές
του αντίστοιχου συναφούς συστήματος  

ζ/ζ
0
=t-z/c
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Μέθοδοι υπολογισμού των αναλλοίωτων πολλαπλοτήτων

Αριθμητική διάδοση αρχικών συνθηκών 

Χρήση "δυναμικών αλγορίθμων"
(π.χ. μέθοδος των "σταγονιδίων", χρήση των "ταχέων δεικτών 
Lyapunov")

Αναλυτικές μέθοδοι (υπερβολικές σειρές Birkhoff - Moser - 
παραμετροποίηση)
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M. Guzzo and 
E. Lega, 2014, 
2016, 2018
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Μικρό τμήμα της ευσταθούς πολλαπλότητας 
της επίπεδης τροχιάς Lyapunov γύρω από το 
σημείο L1 που τέμνει την ασταθή 
πολλαπλότητα της επίπεδης τροχιάς Lyapunov 
 L2 στο ΚΠΠ3Σ

M. Guzzo and 
E. Lega, 2014, 
2016, 2018
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Μέθοδος των Σειρών 

Παράδειγμα: διδιάστατη αναλυτική απεικόνιση της μορφής 

Κανονικός μετασχηματισμός σε νέες μεταβλητές

Μορφή της απεικόνισης στις νέες μεταβλητές

λ2=1/λ1

c = ξ η = ξ’η’



  

Ομολογική εξίσωση

Λύση (θέτοντας λ1=eν)

Ανυπαρξία μικρών παρονομαστών!
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Franceschini, V., and Russo, L. (1981) 
da Silva Ritter, Vieira, Ozorio de Almeida (1987)

α=1.46
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Harsoula et al. 2015
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Επέκταση της σύγκλισης

Αρχικός δίσκος 
σύγκλισης (Moser)

D
clim

ξ

η
προεικόνα 
της D

P

P’

u1

u2

W

Φ

P’

M-1 P

Φ(D)

M-1◦Φ◦W=Φ
Γενικά ισχύει
M-n◦Φ◦Wn=Φ

εντός του τομέα αναλυτικότητας της M-1
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Τυπική απεικόνιση
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“Ακολουθία ακτίνων D’Alembert”: 
λογαριθμική στην τυπική απεικόνιση, τετραγωνική στην απεικόνιση  Hénon

Γενικά, το πλήθος των όρων της σειράς που απαιτούνται ώστε 
να αναπαραχθεί με ακρίβεια μια χαοτική σειρά μήκους s 
αυξάνει με το νόμο ~ exp(s)  
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Σύνορο του τομέα σύγκλισης:
Λειτουργεί ως ελκυστής χαοτικών 
τροχιών εκτός του τομέα
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Χαμιλτονιανή περίπτωση

Μεταβλητές Birkhoff - Moser
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Οριο σύγκλισης στο απλό εκκρεμές

Ακολουθία D’Alembert
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Ορια σύγκλισης στο εκκρεμές με περιοδική διέγερση
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Μέθοδοι "επανάθροισης" με τη χρήση συνεχών κλασμάτων (Bender & Wu)

re-summed series 
truncated at order 20

re-summed series 
truncated at order 60
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Διέλευση δια μέσου διπλού συντονισμού (Διάχυση Arnold)
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Dynamics of 
the doubly-resonant 
normal form 
+ drift

Schematic

Χρήση υπολογιστικής άλγεβρας για την κατασκευή της βέλτιστης 
κανονικής μορφής Birkhoff (Efthymiopoulos 2008, 40 εκατομύρια όροι, 
150 million)
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Πραγματικός 
αριθμητικός 
υπολογισμός

Χρήση υπολογιστικής άλγεβρας για την κατασκευή της βέλτιστης 
κανονικής μορφής Birkhoff (Efthymiopoulos 2008, 40 εκατομύρια όροι, 
150 million)
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Phase portraits of the normal form dynamics
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